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الباب 
الباب الرابع الرابع 


1 


Sequences المتواليات‎ 


1 مقدمة 

تعتبر المتوالية تركيبة منفصلة عإلا لاء ع٠إءءل‏ تمثل قائمة لانهائية من القيم تتولد بطريقة 
محددة. وهي حالة خاصة من الدالةء لأنها عبارة عن دالة نطاقها الأعداد الطبيعيةء فإذا رمزنا 
لاسم هذه الدالة بالرمز ه فإن 


a:Z S 
ZS OES] 
وبدلا من أن نستخدم (١)ه كما هو الحال في الدوالء عادة ما نستخدم‎ 
{a n} 
للتعبير عن المتوالية.‎ 


2 أمثلة لبعض المتواليات 


مثال(1): إذا کان 5= » حيث ...0,1,2 n=‏ 


فإن هذه المتوالية يمكن سرد عناصرها كما يلي: 
{an} =1, 5, 25, 125,...‏ 


مثال(2): إذا کان 1/۸ = ,۾ حيث RSL DIS‏ 
فإن المتوالية : 


fal = 110,18, 
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لاحظ هنا أن النطاق لا يشمل الصفر لأن ذلك يؤدي إلى القسمة على صفر. 


مثال(3]): إذا کان (1) = ,ظط » حیث n=0,1,2,...‏ 
فإن : 
BFT EL.‏ 


مثال (4): أوجد الحد العاشر من المتوالية: 
3 ,47 ,41 ,35 ,29 ,23 ,17 ,11 ,5 
علينا هنا أن نستنتج العلاقة بين الحد والذي يليه. نلاحظ أن الفرق بين الحد والذي يليه هو 6 
وبالتالي فإن الحد 
العاشن .هو 59 =6 +53 


arithmetic sequence ةيبlwحئا المتوالي‎ 3 


المتوالية في المثال (4) هي حالة خاصة من المتوالية انحسlابية arithmetic sequence‏ . 


والشكل العام لها هو : 
a, a+d, a+2d,a+3d,...‏ 
فمتلا المتوالية: 


3 ,47 ,41 ,35 ,29 ,23 ,17 ,5,11 
هي متوالية حسابية حيث نلاحظ هنا أن الفرق بين الحد والذي يليه هو 6 وبالتالي فلن 6ل 
a=5‏ 


مثال(5): هل المتوالية: 
Se‏ 
حسابية؟ 


الإجابة : لاء لأن الفرق بين الحد الأول والثاني لايساوي الفرث بين الحد الثاني والثالث. 


مثال(6) بين أن مجموع المتوالية الحسابية 
0+ ... +1+2+3 


هو 1)0+1(/2 
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الاتبات:دع 

S=1+2+3+....+Nn 
يمكننا كتابة المتوالية تنازليا كما يلي‎ 

S=n + (n-1)+....+3 +2 +1 
الآن نقوم بجمع الصيغتين:‎ 
2S = (1+n) + (2 +(n-1)) + (3+(n-2)) + ...+(n+1( 
=(n+1) + (n+1) + .... + (0+1) 

حيث نلاحظ وجود 1 من الحد 1+1. أي أن 

2S= n(n+1) 

S= n(n+1)/2 


4 مجموع المتوالية 


أحيانا تكون حدود المتوالية مجموع حدود متوالية أخرى. 
مثال(7): ما هي المتوالية 

an = 3 J 
عندما 3= وعندما 5=م؟‎ ) ١ (حيث ز من 1 الى‎ 


5 


الإجابة: 


a AEA EOE TOE BO, 
aږ‎ =1 + 4 + 9= 14 
aş =1 +4 +9 + 16 + 25 = 5 


مثال(8): ما هي المتوالية 

1( = ږa‏ 
حیث K‏ من 0 الى ١؟‏ 
الإجابة: 


a 1-1+1-1+....‏ 
هنا نلاحظ أن 
زوجي ¡f 1=e71‏ 0 =ږa‏ 


a= 1 ا٤‎ ۸=00d فردي‎ 


5. المتوالية lاiqlدıية geometric sequence‏ 
هي المتوالية 
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a= r" 
حيث ۲ هو عدد حقيقي. مثلا إذا كانت 2إ فإن المتوالية تكون على النحو التالي:‎ 
1 Ê 2, 4 9 8 DP 
مثال(8): ما هي قيمة‎ 
a, = Lr“ 
k =0,1,2,...,n حیث‎ 


الإجابة: المطلوب هنا مجموع متوالية iدية geometric Sequence‏ 


0 


aq=l1l+r+12+r13+...+1 


ملاحظة: 
يمكن حساب مجموع المتوالية الهندسية من القانون: 
»rk=(r 1 -1)/(r-1)‏ 
خی ا 0ا ت ها افون ق الل افا ن اء 


مثال(9): ما هي قيمة 
S=1+2+4+8+ .... +2‏ 


الاجابة: هذه متوالية هندسية حيث في هذا المتال 

ESD DS 10‏ 
لذلك فان 7 - 1 - 211 = (1(/)2-1 - 211 = S‏ 
6 برنامج لمتوالية 


مثال(10): اكتب برنامجا بلغة باسكال لطباعة 6 حدود من المتوالية التالية : 
.. ,720 ,120 ,24 ,6 ,2 ,1 
حیث !۸ = a‏ 
في كتابة هذا البرنامج نستفيد من العلاقة )١+1(!=),+1(١!‏ 

PROGRAM factorial ; 
VAR i, f: INTEGER; 
BEGIN 
RSE 
FOR I1:=1 TO 6 
BEGIN 
WRITE (f : 6); 
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ES E 
END; 
END. 
(7) تمارین‎ 7 
إِذا کان‎ )1 
a, = 2(3) +5 
: أوجد‎ 
a) a0 b) aı cC) a4 d) as 
حيث العدد الأولي هو العدد الذي‎ ماiصع‎ uns اكتب متوالية الأعداد الأولية‎ )2 


لايقبل القسمة إلا على نفسه أو على الواحد. 
3 اكتب متوالية فیبوناتشي ۸2٥٥1‏ 0٥ظط۴1‏ 

a=1 aı=l1 An,ı = a, +An-ı 

EN N 
أي أن كل حد يساوي مجموع الحدين السابقين.‎ 
اكتب المتوالية [,3] حيث‎ )4 

a Kk 
: ما نوع المتوالية التالية‎ )5 
3, 6, 12, 24... 
وما هو مجموع 8 حدود الأولى ؟ (يدون اجراء عملية الجمع)‎ 


6 استخدم قانون مجموع المتوالية الهندسية لتحويل العدد الثنائي ((11111111) الى النظام 


العشري؟ 
a) 3 (k+1)‏ 
حيٿث )من 1 الى 5 . 
(2۔) ل (ط 
حيٿث ز من 0 الى 4 . 
cC) 3j‏ 


OA ES 
d) X2+ 2( 
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حيث ز من 0 الى 8 . 
2)32 )م 
حيث زمن 0 الى 8 . 


8) اثبت أن 
0 ¬ م = A-1)‏ - زa)‏ 2 
حيث ز من 1 الى 1. 


9) اثبت أن 
1/[k(k+1)] = 1 - 1/(n+1) = n/(n+1)‏ ,> 
حيث ع من 1 الى 1. 
ارشاد: 
1/[k(k+1)] = 1/k - 1/(k+1)‏ 
0) اكتب برنامجا لطباعة 10 حدود الاولى من المتوالية [(1)1+1]) 
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الباب 


الخامس 


الاستتتاج الرياضي 


Mathematical Induction 


51 مقدمة 
إذا أعطيت دالة منطقية (۴)۸ كيف تبرهن أن هذہ الدالة قیمتھا 1۸0۴ لجميع الأعداد 
الصحيحة ... ,2 ,1 ,1=0 ؟ هذا ما سندرسه في هذا الباب باستخدام ما يعرف بالاستنتاج 


الرياضي (أو الاستقراء الرياضي) . 


معطيات المسألة هي الدالة المنطقية (۴)۸ والمطلوب اثبات أن 
P (n)= TRUE Vn=0,1,2,..‏ 
البرهان يعتمد على إتباع الخطوتين التاليتين: 
1- التحقق من أن البداية صائبة » أي أن (۲)1 = U٤‏ R"آ.‏ 
2- التحقق من أن التضمين : 
P(n) P(n+1)‏ 
صائب (عن]) لجميع 1 في فئة الأعداد الصحيحة الموجبة . 
إذا أثبتنا الخطوتين (1) و (2( فذلك يعني Vn P(n)= TRUE : ù‏ 
أي أن الاستنتاج الرياضي يرتكز على النظرية التالية : 
PC") A(Vn P(n) P(n+1)) VnP(n)‏ 


والسؤال الذي يفرض نفسه هنا: لماذا إذا تحقق الشرطان المذكوران أعلاه فإن ذلك يعني أن 
ع آ=(۴)1 لجميع 1 في فئة الأعداد الصحيحة الموجبة؟ 


الجزء الثالث من كتاب التراكيب المنفصلة 9 د. عمر زرێ omarzarty @ ya100.c01¬‏ 


والإجابة أن الشرط الأول يحقق المطلوب في الخطوة الأولى › والشرط الثاني يحققه في الخطوة 
الثانية والثالثة الى مالانهاية. 

أي أن الاستنتاج الرياضي يقوم على أساس أنه إذا كانت البداية صحيحة وكانت كل مرحلة 
تؤدي الى المرحلة التي تليها يشكل صحيح فإن جميع المراحل ستكون صحيحة. 


2 مجموع الأعداد الفردية 


نبداً أول مثال على استخدام فكرة الاستنتاج الرياضي باثبات أن مجموع الأعداد الفردية من 1 


إلى 2١-1‏ هو 

P(n) = 1+3+5+...+(2n ¬ 1) = n 
الإثبات:‎ 
P([1)=1 = (1) =1 أولا نلاحظ أن عندما‎ 


أي أن (۶)1 صحيحة منطقيا . 
الآن افترض أن ۲٣)١(‏ صحيحة منطقيا (أي أن «=(۴)۸) اثبت أن: 
P(n+1)= (n+1)‏ 
وهذا یمکن اتباته كما يلي: 
P(n+1) = 1+3+5+...+(2n-1)+(2(n+1)-1)‏ 
(20+2-1)+...+1+3+5 = 


= 1+3+5+...+)20+1( 
= 1+3+5+...+2n-1)+2n+1( 


nN+)2n+1( = n +2n+1= )n +12‏ = أي أن (1+ہ)۶ 
۷١ ۶ )(‏ صحيحة منطقيا لجميع .... ,3 ,2 ,1= . 


3 اثبات المتباينات 
يمكن استخدام الاستنتاج الرياضي في اثبات بعض المتاينات. 
مثال: ثبت أن :إذا كانت ۸ عدد صحيح 1<0 فان 1>2 


الإثبات: الخطوة الأولى : بوضع 0= ١‏ فإن 
2° <0 
وهي صائبة لان 1 < 0 
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الخطوة الثانية : افترض أن ٨۴)١(‏ صائبة منطقيا » أي 
n<2‏ 
اثبت أن ۶)١+1(‏ هي أيضا صائبةء 
أي المطلوب إثبات أن : 
n+1<2 11‏ 
وهي صائبة لأن بإضافة 1 لطرفي المتباينة 1>2 نحصل على 
n+1<2 +1‏ 
وبما أن ( 1>2) لجميع 1<0 فإن 
ELSES SI‏ 


4 مجموع المتوالية الهندسية 
أثبت أن مجموع المتوالية الهندسية 
PMN =1+r+rf2+...+r‏ 
هو 
[r 1 - 11/-1)‏ 
حيث |121 » ۲]<[1. 
الإثبات: 
ا )1 P() = (2 -1/(r-‏ 
ولكکن (1 + ,))1 - (r‏ = 72-1 
ويما أن ۲۶1 فإن 
POA)=r+1‏ 
أي أن الصيغة ۴)١(‏ تتحقق عندما .١=1‏ والآن افترض أن ۴)١(‏ هي صائبة: 
P(O) = (r *"-1)/(r—-1)=1 +r+12+...+r‏ 
وهذا يودي إلى أن 
P(n +1) = 1+r+rf2+...+r +r 1‏ 
1+r(1 +12 +...+r )‏ ے 
=1+r (r 1 -1)/(r-1)‏ 
(r ”-D/(r-1)‏ + 1= 
[r-1 + (r ”-0]/(-1)‏ = 
(r -1)/)-1(‏ = 
وهو المطلوب اثباته. 
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5 رتبة فئة القوى 
سبق ءان ذكرنا الفئة ذات ١‏ عنصر لها 2 فئة جزئية ( أي أن رتبة فئة القوى لها هي 2 ) 
ويمكننا الآن اثبات ذلك باستخدام الاستنتاج الرياضي. 
الإثبات: هذه النظرية صحيحة عندما 1= لان الفئة ذات العنصر الواحد لها فئتان جزئيتان 
فقط هما © (الفئة الخالية) والفئة نفسها. 
الخطوة الثانية هي افتراض أن النظرية صائبة في حالة وجود 1 عنصر وإيجاد عدد الفئات 
الجزئية في حالة 1 + 1۸ عنصر . 
لاحظ أن زيادة عنصر إلى الفئة 8S‏ سيضاعف من عدد الفترات الجزئية (انظر الملاحظة أدناه) 
وهذا يعني أن عدد الفئات الجزئية في الفئة التي عناصرها 1+1 هو 

1 2= "2 2= 2+ 2 
وهو المطلوب إتباته . 
ملاحظة: لتوضيح أن عدد الفترات الجزئية يتضاعف عند إضافة عنصر واحد للفئة . دع 

P1 = {A1,A2,...,Am} 
هي فئة القوى للفئة ۸. إذا أضفنا العنصر ج للفئة ۸ فإن فئة القوى تصبح على النحو التالي:‎ 

P2 ={A1, A2, ...,Am, A1U{a}, A2U{a},.., AmU{a}} 
: حیث نلاحظ أن‎ 
P2 =2m=2 P1 


5.6 تمارين )8( 
1- اثت أن ۸2 < 2 حیث ۸ عدد صحیح آکبر من 4 


12 + 22 + 32 +...+ n? = [n(n + 12n +)6 2-اثبت أن‎ 


حیثٹ 1۸ عدد صحیح موجب . 


3- اثبت أن 
+...+2n+ 1) = [(n+1)2n+1)(2n¬+3 23‏ 52 + 32 + 12 


حيث 1 عدد صحیح موجب. 
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4- أكتب برنامجا للتحقق من القوانين في تمرين (1) » (2) > (3) . احسب الطرف الأيمن 
والأيسر من كل قانون لبعض قيم 1 وبين أنهما متاسويان. 


طرق الد 
Methods of Counting‏ 


1 مقدمة 
الغرض من هذا الباب هو دراسة طرق عد العناصر في فئة معينة وهو موضوع له تطبيقات 
كثيرة تتعلق بعلم الحاسوب بشكل أساسي (على سبيل المثال في دراسة طرق أمن الحاسوب). 


2 قاعدة الجمع 
إذا کان ۸ه = عدد العناصر في الفئة ۸. و عدد العناصر في الفئة= |8| 
فإن عدد العناصر في اتحاد فئتین ۸ و 8 يمكن حسابه من العلاقة : 
AUB = A+ B - ANB‏ 
ملاحظة : إذا کان 0 = ۸۸8 فان 
AUB = A + B‏ 
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مثال: إذا كان عدد الطلبة المسجلين في مقرر (مبادئ الحاسب) هو 15 › وعدد الطلبة 
المسجلين في مقرر (باسكال) هو 20 وكان هناك 5 طلبة مسجلون في كلا المقررين فإن: 
عدد الطلبة في المقررين = 

A1 + A2 - AINA2 =15+20-5=0 


6.3_ قا عد ة الضرب 


إذا كان العمل يمكن تقسيمه إلى ١‏ من الأجزاء » وكل جزء يمكن أداؤه بعدد " من الطرق فإن 


عدد الطرق لأداء العمل = 1 × 10 


جزء 1 طريقة 


مثال: كم عدد الطلبة يمكن ترقيمهم بحیث يبدا الترقیم من ۸01 إلى Z99؟‏ 


الإجابة: 


نطبق قاعدة الضرب 

بما أن عدد الحروف اللاتينية = 26 

وعدد الأرقام في خانتين من 01 إلى 99 هو 99 فإن: 

عدد الطلبة الذين يمكن ترقيمهم بهذه الطريقة = 26 × 99 
= 2574 


مثال: کم عدد الكلمات الثنائية التي يمكن تكوينها في 4 خانات ثنائية ؟ 


الإجابة: 01 0101 1 0 


بما أن هناك خيارين في كل خانة (هما 0 أو 1) فإن العدد الإجمالي هو 


الجزء الثالث من كتاب التراكيب المنفصلة 14 د. عمر زي omarzarty @ ya100.c01¬‏ 


2x222 = 16 


مثال: کم عدد الدوال التي یمکن تعریفها على الفئتین ۸ , 8 حيث 


A = {1,2,3}‏ 
B ={a, b}‏ 
ماهي هذه الدوال؟ 
الاجابة: 
نلاحظ أن كل عنصر في ۸ يقابله اختياران في 8 هما هج أو ط على النحو التالي: 
a Pap‏ 
|23 |1 
لذلك فإن عدد الاختيارات لدينا هو : 
87 


الذوال التي يمكن تعريفها هي: 
f1= {(1,a),(2,a),(3,a)}‏ 
2={(1,a),(2,a),(3,b)}‏ 
f3={(1,a),(2,b),(3,a)}‏ 
f4={(1,a),(2,b),(3,b)}‏ 
f5={(1,b),2,a),(3,a)}‏ 
f6={(1,b),(2,a),(3,b)}‏ 
f7={(1,b),(2,b),(3,a)}‏ 
f8={(1,b),(2,b),(3,b)}‏ 

حيث نلاحظ أن عدد الدوال هو 23 = 8 


ملاحظة: بصورة عامة 


nxnx...x1 = n" = عدد الدوال‎ 


® 
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= عدد عناصر النطاق 


= عدد عناصر المدی 


E EES 2‏ 1 
E‏ عنصل ب عنصل في المد ى 
مثال: 
إذا كانت 


A= {1,2} B={a, b,c} 
کم عدد الدوال من نوع 1-1 التي یمکن تعریفھا من ۸ الى 8؟‎ 
الاجابة:‎ 
۴)2( في هذا المثال» الدالة من نوع 1-1 هي الدالة التي فيها (۴)1 لا يساوي‎ 
وحیث أنه بوجد 3 اختیارات لقیم (۴)1 وفي کل اختیار ببقی لنا اختیاران فقط ل (۴)2 وبتالی‎ 


نطبق قاعدة الضرب 
عدد الدوال = 3*2 = 6 

والدوال هي : 

F1 = { (1,a), (2,b)} 
F2 = { (1,a), 2, ce) } 

F3 = { (1,b), (2,a)} 
F4= { (1,b), (2,c)} 
F5={ (1,c), (2,a) } 
FO = (1,c), (2,b)} 

ملاحظة: 


بصورة عامة إذا هناك ۳" عنصر في النطاق و ١‏ عنصر في المدى فإن عدد الدوال من نوع 
1-1 التي يمکن تعريفها هو 


n(n-1)(n-2) ...(n-m+1) 
وذلك على النحو التالي:‎ 
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E # BE Stee i 
i — tq F1 
س م عنصل ] و فص از علص‎ 


فإذا كانت ”= (أي أن الدالة من نوع 1-1 وفوقية ) فإن عدد الدوال التي يمكن تعريفها هو 


.n! 
؟‎ ١ مثال: كم عدد الفئات الجزئية التي يمكن تكوينها من فئة عدد عناصرها‎ 


لاحظ هنا أن كل فئة جزئية يمكن تمثيلها بعدد ثنائي . فمثلا إذا كانت الفئة 


S = {a, b,c} 
فان‎ 
000 © 
100 {a} 
010 {b} 
011 {b,c} 


111 {a,b,c} 
ومن هذا نری أن عدد الفثئات الجزئية هو‎ 
(11...1), +1=1+2+...+2 1+1 = )2 -1(+1=2 
حيث تمت إضافة 1 مقابل الفئة الخالية.‎ 


مثال: كم عدد المتغيرات في لغة برمجة بحيث يأخذ المتغير الشكل التالي: 


am 


رقم أو حرف أو فراغ حرف لاتیني(26 حرف) 


الإجابة: عدد المتغيرات = (26 + 10 + 1) 26 
x 37‏ 26 
= 962 
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مثال: كم عدد كلمات السر التي يمكن تكوينها في 4 خانات حيث كل خانة يمكن أن تحتوي 


على رقم أو حرف. 

الإجابة: 364 = ^(26+10( 
1,7,6 = 

لاحظ هنا أن لدينا 26 حرف و 10 أرقام . أي أن عدد الاختيارات في كل خانة هو 10 + 26 
6 = 


1- إذا كان عدد الطلبة في قسم الحاسوب هو 16 وعدد الطلبة بقسم الإدارة هو 23 : 

(أ) ما هو عدد الطرق لتكوين فريق من طالبين» واحد من قسم الحاسوب والآخر من قسم الإدارة 
؟ 

2- اختبار من نوع الاختيارات المتعددة به 10 أسئلة » بكل سوال 4 اختيارات. أ - ما عدد 


الطرق التي يمكن أن يجيب بها الطالب (دون أن يترك أي سوال بدون إجابة) ؟ 
ب- ما عدد الطرق التي يمكن أن يجيب بها الطالب مع إمكانية ترك أسئلة بدون إجابة ؟ 


3 إذا كان هناك عدد 5 رحلات من طرابلس إلى روما » وكان هناك 10 رحلات من روما إلى 
لندن » فكم عدد الطرق التي يمكن أن يسافر بها من طرابلس إلى لندن عن طريق روما ؟ 

4- كم عدد الكلمات التي يمكن كتابتها في 3 خانات مستخدما الأحرف الانجليزية ؟ 

5- کم عدد الکلمات ذات 3 أحرف بشرط أن تبداً بالحرف ۸. 


6- كم عدد الكلمات الثنائية في 10 خانات ثنائية بشرط أن تبدأً بالواحد وتنتهي بالواحد ؟ 


الجزء الثالث من كتاب التراكيب المنفصلة 18 د. عمر زي omarzarty @ ya100.c01¬‏ 


Permutations Jıدlبتll‎ 6.5 


إذا كانت الفئة 8 تحتوي على العناصر {a1,a2,...,an}‏ 
فكم عدد الطرق التي يمكن بها سرد هذه العناصر ؟ 


مثلا الفئة [1,2,3) يمكن سردها بالطرق التالية: 
S = {1,2,3}‏ 
}1,3,2{ = 
}2,3,1{ = 
}2,1,3{ = 
}3,1,2{ = 
}3,2,1{ = 


أي يوجد 6 طرق لترتيب عناصر هذه الفئة. لاحظ عدم تكرار العناصر في كل ترتيب . 
ويمكن حساب عدد هذه الطرق من الشكل التالي: 


1 2 3 


ا 


1 2 3 - عدد الاختيارات 


N EEE SN NADE E 
EAN E E E E Oa 
3! = 3×2×1 = عدد الترتييات‎ 
= 6 


بصورة عامة إذا كان عدد عناصر الفئة هو 1 فإن: 
P(n) = n!‏ 
هو عدد الترتييات التي يمكن عملها من 1 عنصر. وتسمى )۲(1 (permutation) lia‏ 
التباديل. 
ماذا لو نرید ترتیب ۲ من العناصر حيث لدينا ١۸‏ من الاختيارات لكل عنصر؟ 
في هذه الحالة يكون الوضع بالشكل التالي: 
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۸-1 اختیار 1- دہ اختیار ۸ اختیار 


عدد الاختيارات (عدد الترتيبات) هو 

n(n -1)....(n-r +1) =‏ 
ونرمز لھا بالرمز p)1,۲(‏ وتسم r-permutati0¬‏ 
لاحظ أن: 

P(n,r) = n!/(n —- r)! 


مثال: ما عدد الكلمات التي يمكن تشكيلها من بين 10 حروف إذا كان عدد الخانات هو 4 مع 
عدم تكرار الحرف في الكلمة . 


7 خیرات 0 اخنیاراب 
٩ EE‏ اخنبارات 
I Ll‏ 


الإجابة: عدد الكلمات هو 
P(10,4) = 10!/(10 - 4)! = 10!/6!‏ 
10x>9x>8×x 7 = 0‏ = 


مثال: بائع متجول يريد زيارة 8 مدن ابتداء من طرابلس ءوالمدن الباقية بطريقة عشوائية وبأي 
ترتيب. ما عدد الطرق التي يمكن أن يزور بها كل المدن (بشرط عدم زيارة المدينة أكثر من 


مرة) 
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عدد الاختيارات (عدد الطرق) هو 
7[x×6x>5x>4x<3<2<1 = 0‏ = !7 


ملاحظة:إذا أراد البائ حساب أقصر طريق لزيارة كل المدنءتسمى المسألة 
TSP = Traveling Salesman Problem‏ 


أي مسألة البائع المتجول. 


Combinations jفlتlا‎ 6.6 


إذا قمنا باختیار ۳ عنصر من فئة عدد عناصرها ۸ حیث ۱ ك "۳ بغض النظر عن ترتيب هذه 
العناصر فإن هذا الاختيار يسمى تركيبة (أو توفيق). أي أن الترتيب هنا غير مهم» بمعنى أن 
(عمر وعلي ) هما (علي وعمر) لافرق. 


مثال(1): ما عدد الاختيارات لتشكيل لجنة من 3 أعضاء من بين 5 مرشحين؟ 


في هذا المثال نلاحظ أن اللجنة تتكون من 3 أعضاء بغض النظر عن ترتيبهم» متلا اللجنة 
[1,2,3) هي نفس اللجنة [1,3,2) أي أن الترتيب هنا غير مهم. أو بتعبير آخر أن الفئة 
(التوفيق «0ناه«iطامصهء)‏ (1,2,3) نفس التوفيق [1,3,2] ونفس التوفيق 2,3,1{ وبالتالي 

فإن عدد الاختيارات في حالة التوافيق أقل من الاختيارات في حالة التباديل a10‏ u١إ۲ءم.‏ 


نظرية: عدد التركیبات (التوافیق) م10٣‏ 1طاصهء-] من فئة ذات ۸ عنصر هو 
C (n, r) =n! /r!(n r)!‏ 
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ملاحظة : أحيانا ذ نستخدم الرمز 
11 
Cr =C (nn‏ = 
1 1 


ويسمى هذا الرقم بمعامل ذات الحدين binomial coefficient‏ 
بهذا فإن عدد الاختيارات لتشكيل لجنة من 3 أعضاء من بين 5 أشخاص هو : 
0 = 5/2 ×4 = (21 !5 = )5,3( € = ٍ 
مثال(2): استخدم نظرية ذات الحدين لحساب *(ر+ي) 
الإجاية: 


(x + y٣ پڪ‎ GG x4 + Gq" xy + Gj ×2 2 xy ا‎ ٣ yy 


Cj =41/4! =1 
GF B= 
G1 HNO! = | 
أى أن‎ 


(x + y(* = × ^ + 4y + 6×2 + 4× 3y + y٣ 


Pascal Triangle Jlawlڊ متلث‎ 6.7 


Pascal Identity Jlكwlڊ‎ ji يستعمل لحساب « € من‎ 


n+ 1 1 


1+ ا 


كالتالي: 
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مثلث باسکال 


مع ملاحظة أن 
C(n, 0) = C(n, n)=1‏ 


بتطبيق قانون باسكال نحصل على باقي القيم كما يلي: 


8 تمارین (10( 


1- أكتب جميع التباديل ء«a)10٤اuصإمم‏ للفثة [ء,ط a,‏ 
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2- كم كلمة طولها 6 أحرف يمكن تكوينها من الأحرف (ع ,؟ , ,ل ,> ,ط ,4 بشرط أن 


تنتهي بحرف ه وعدم تكرار أي حرف . 


3- أحسب 
a) P(6,3)‏ 
b( P(6,5)‏ 
c( P(8,1)‏ 


4- كم عدد الكلمات التي يمكن تكوينها في 5 خانات إذا كان لدينا 9 أحرف» وبشرط عدم 
تكرار أي حرف . 

5- جمعية ذات 25 عضو تتكون لجنة الإدارة من 4 أعضاء. كم عدد الاختيارات لتشكيل 
اللجنة من بين أعضاء الجمعية؟ 

6- تحتوي اللغة الانجليزية على 26 حرفاء منها 5 متحركات كإءسه۷ وأخرى ساكنة 
nson11دc‏ عددها 21. کم عدد الكلمات التي یمکن تکوینها من 6 أحرف بحيث يوجد حرف 
متحرك واحد بالكلمة ؟ 

7- إذا كان بالمؤسسة 10 رجال و 15 امرأة . كم عدد الطرق لتكوين لجنة ذات 6 أعضاء 
بشرط أن يكون هناك عدد متساوي من الرجال والنساء باللجنة؟ 

8- كم عدد المباريات التي يمكن إجراؤها في الدوري إذا كان عدد الفرق 10 بحيث لابد أن 
يقابل كل فريق الفريق الآخر؟ 

9- كم عدد الكلمات الثنائية ذات طول 10 بت وتحتوي على ثلاثة "1" وعلى سبعة "0" ؟ 

0- اثبت قانون باسکال 


n+ 1 1 


1+ ا 


1- اكتب برنامجا يطبع 10 أسطر الأولى من مثلث باسكال 
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Relations العلاقات‎ 


1 مقدمة 
العلاقة الثنائية من الفئة ۸ الى الفئة 8 
Binary Relation from A to B‏ 
هي فئة جزئية من الفئة ۸×8 . 
أي أنها مجموعة من الأزواج المرتبة (ط ,ھ) حیث ۸ € 8,2 € 0. 
سندرس في هذا الباب أنواع العلاقات وطرق تمثيلها في الحاسوب. 


2. آمثلة 
مثال(1): 
إذا كان الزوج المرتب (ط ,4) تعني أن الطالب ه مسجل في المقرر ط › فهذا يعرف علاقة. 
مثلا إذا كان(أحمد آدم) مسجل بالمقرر (التراكيب المنفصلة) فإن الزوج المرتب: 
(التراكيب المنفصلة » أحمد آدم) 


يعتبر عضوا فى هذه العلاقة . 


مثال(2): 
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إذا كانت العلاقة ۸ تحتوي على الأزواج المرتبة (لإ ,») التي تعني أن × مدينة في البلد و › 
فهل ينتمي العنصر (امٍرع٤‏ ,ام٠٣ )٣‏ إلى العلاقة R.؟‏ 


الإجابة: 
(لا) لان طرابلس اهم|۲ا تقع في لیبیا (أو لبنان) ولیس في مصرامرع٤.‏ 


مثال(3): 
إِذا کان 
{a,b}‏ = }0,1,2{= 
a), (O,b), (1, a), 0 b)}‏ ,0({ = 
فان ۸ تعتبر علاقة بین 8,۸ حیث 


5 


(0,a) € R (1,b) ¢R 


أو نستخدم التعبير (بنفس المعنى) 
Ra‏ 0 


هذه العلاقة يمكن تمثيلها بيانيا كالتالي: 


أو عن طريق جدول كالآتي: 


7.3 lالدllة Function‏ 
تعتبر الدالة نوعا خاصا من العلاقات»› أي أنها أيضا فئة من الأزواج ج المرتبة ولکن بشرط أن 
يكون لكل عنصر في النطاق ۸ عنصر واحد يقابله في المدىی 8 . 
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لاحظ في المثال السابق أن العلاقة ليست دالة لأن العنصر 0 يقابله عنصران في المدى هما ط 
.,a‏ 

بمعنى أن كل دالة علاقة وليست كل علاقة دالة . 

أي أن العلاقة يمكن أن تكون من نوع رإةإ-۸6-0٠‏ واحد-للعديد ولكن الدالة لا يمكن أن 


تكون من هذا النوع. 

لاحظ أيضا أن العلاقة يمكن أن تكون بين الفئة ۸ ونفسهاء ونقول في هذه الحالة أن العلاقة 
على الفئة ۸. 

مثال: 


إذا كانت العلاقة ۸ معرفة على الفئة إ1,2,3,4] = ۸ بحيث (0 ,4) تعني أن: 
a divides b‏ 
أي ط تقبل القسمة على ج » أوجد العلاقة ۸ بحيث 6۸ ؟ 


الإجابة: 


R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)} 


مثال: 
متل العلاقة ۸ (في المثال السابق) بجدول. 


الإجابة: 


ان دیا دن ج 
x j—-‏ 
X Xj»‏ 

× 

XxX 


مثال: اسرد عناصر العلاقة R‏ حيث 
R = {(a, b) : a and b are positive integer and a = b}‏ 
الإجابة: 


RS OOD ANOS A2 CSRS OAs] 
. أي أن ۸ تحتوي على مالانهاية من العناصر‎ 


الجزء الثالث من كتاب التراكيب المنفصلة 27 د. عمر زي omarzarty @ ya100.c0¬‏ 


مثال: كم عدد العلاقات التي يمكن تعريفها من الفة ۸ الی 8 إذا كانت ۸ ذات ١‏ عنصر و 


عدد عناصر الفئة الشاملة 8 × ۸ هو 1۸10 
وبما أن عدد الفئات الجزئية في أي فئة تحتوي على ) من العناصر هو 2 فإنه يمكن تعريف 
" 2 علاقة ثنائية . 


4 أنواع العلاقات 


1- llعااقة‏ ا)ıنعكlصة creflexive relation‏ 
هي العلاقة على الفئة ۸ بحيث : 
Vx<EA xRx‏ 


مثال: 
العلاقة a divides b‏ 

هي علاقة انعكاسية م1۷×ء][؟ع لأن كل عدد يقبل القسمة على نفسه وبالتالي فإن ×) 
(× , تنتمي إلى هذه العلاقة . 


symmetric relation العلاقة المتماث‎ -2 
Va,b € A هي العلاقة على الفئة ۸ بحيث‎ 
(a,b) ER (b,a@a€R 


أي (بتعبير آخر) 


ا 


aRb bRa 


anti-symmetric Relation ةlظأlnتnںÛا العلاقة‎ -3 
: هي العلاقة التي يتحقق فيه الشرط‎ 
(a R b)(A (b R a) a=b 
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مثال: 
العلاقة التالية متlnغطlة symmetric relation,‏ 
R = {(1,1),(1,2),(2,1)}‏ 


كما مبين بالشكل التالي: 


1 1 


علاقة متlnظlظة symmetric‏ 
مثال: 
العلاقة التالية لا متمائلة )مص anti sym‏ 
R = {(1,1), (1,2)}‏ 


مثال: 
ما نوع العلاقة: 
R={(,y) xyEZ,xzy }‏ 
الإجابة: هذه العلاقة لا متماظة لأن 
xzy andyzx  x=y‏ 
أي أن 


XRyJyAJRX x=y 


4- العلاقة الiتlلıة Transitive Relation‏ 
هي العلاقة التي تحقق الأتي: 


Va, b,c EAif aRbAbRcthenaRc 
أي إذا كانت (ط ,ه) » (ء ,ط) تنتمي إلى العلاقة ۸ فإن (ء ,4) تنتمي إلى ۸ أيضا.‎ 


۰ 


مثال: العلافة التي عناصرها (إ,×) حيث × , ل عدد صحيح موجب بحيث 
X>y‏ 
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تعتبر علاقة انتقالية لأن 


(a>b)^A(b>c) a>c 


مثال: العلاقة: × شقیق ۷ 


هي علاقة انتقالية لان إذا كان ۾ شقيق ط وكان 0 شقيق ء فهد!ٍ يعني أن 4 شقيق -. 
مثال: هل العلاقة × ابن خال س علاقة انتقالية ؟ 


الإجابة طبعا لا ! 
هل العلاقة (× إبن عم ل) انتقالية ؟ 
الإجابة أيضا لاء لأن ابن عم ابن عمك قد يكون شقيقك وليس ابن عمك. 


5 العلاقات بين مجموعة من الفئاتٽت n-ary Relations‏ 
ناقشنا حتى الآن العلاقة الثنائية (أي العلاقة بين فئتين) ولكن قد يوجد أحيانا 3 فئات (وليس 
اثنين فقط) تربطها علاقة ما . 


R= {(a, b,c):a>b>c} 
حيث ۾,([,C أعداد صحيحة موجبة‎ 


في هذه الحالة 
R‏ € )3,2,1( 
R‏ ¢ )1,2,3( 
ملاحظة: يسمى العنصر Triple (a,b,c)‏ أي ا 


بصورة عامة يمكن أن تكون العلاقة على النحو التالي: 
R = {(a1,32,..,a,): aı>a>...> an}‏ 
هذا المثال بين الفئات: 
A1,A», .., An‏ 
حيث ۸ € 4 ويسمى العنصر 
(a1, d2, ...,dn)‏ 
ماtup-n‏ (نوني) 
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کات عاضا کی اا 

(name, id „major, GPA). 
حيث ٥هد اسم الطالب » 14 رقم الطالب ۰ 0۲ز تخصص الطالب › 6۶۸ متوسط‎ 
درجاته فإن 8 علاقة ذات مامد)-4 ويمكن تمتيلها بجدول به 4 أعمدة» عمود لكل فئة.‎ 
بالسجل 0۲۵4ء في قواعد البيانات.‎ )04 ‰8, ¡1d , "40, ملاحظة: يسمى الرباعي(6°۸‎ 
حيث تتكون قاعدة البيانات مءةطاة)ة من مجموعة سجلات ( أي مجموعة عامنا-١) وكل‎ 
عنصر في السجل يسمى حقل ل[ع1؟.‎ 
وتوضع العلاقة في قاعدة البيانات على شكل جدول ع[طعه).‎ 
ويكون للجدول مفتاح رئيسي لع) رإاه٣ذإم وهو عبارة عن قيمة تميز كل سجل عن الآخرء‎ 
مثلا رقم الطالب 4¡ في جدول بيانات الطلبة.‎ 


6 تمثيل العلاقات باستخدام المصفوفات 
Representing relations using matrices‏ 


يمكن تمثيل العلاقات بين الفئات المحدودة باستخدام المصفوفات الثنائية. 
فإذا كانت 


A = {aı, d2 ,..., an} 
B = {bı, b», و‎ bı} 
فإن العلاقة ۸ من ۸ إلى 8 يمكن تعريفها كالتالي:‎ 


1 if (di, bj) té R 
MI; = ا‎ 
L0 if (a,b) €R 


مثال: دع 
A= C23}‏ 
B = {1,2}‏ 
aRb a>b‏ 


کف نم هذه العاقة بالم ةة 1 
الإجابة: 
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ڪ 

I 

سس 
© © © 


حيث نلاحظ أن: 
Mı =0 (1,1) #R‏ 
#R‏ )1,2( ı=0صٍM‏ 
Mı =1 @DER‏ 
M2 =0 2,2) €R‏ 
Mı=1 (43, DER‏ 
ER‏ )3,2( 1=دM‏ 


مثال: إذا کان 


A = {aı, a2, a3} 
B = {bı, b»2, b3, bı, bs} 


0 1 0 0 0 
M = 1 0 1 1 0 
1 0 1 0 1 


تمتل العلاقة بین ۸ و 8 »ما هي عناصر هذه العلاقة ؟ 


وكانت المصفوفة 


الإجابة: 
R= {(aı, b>), (a2, bı), (a2, b3), (a2, b4), (a3, bı), (a3, b3), (a3, b5)}‏ 
ملاحظات: 
(1) إذا كانت "N‏ مصفوفة مربعة فإن العلاقة ۸ تعتبر انعكاسية ع1۷×ما؟مع إذا كانت 
عناصر القطر في المصفوفة ۷M‏ كلها تساوي1 » أي: 
Mii = 1‏ 

أو بتعبير آخر: 

3 Mij =n 


(2) إذا كان ۷ مصفوفة مربعة وكانت أيضا متماثلة أي: 


الجزء الثالث من كتاب التراكيب المنفصلة 32 د. عمر زرێ omarzarty @ ya100.°€01¬‏ 


Mij = Mii 
فإن العلاقة ۸ أيضا متماثلة )مص صر‎ 
تحقق الات‎ N إذا كانت المصفوفة‎ (3) 
Mij = 0 Mj = 1 
Mij = 1 Mj = 0 
anti-symmetric ةظغlnتnال تعتبر‎ R فإن العلاقة‎ 
1 0 مثال: دع‎ 
M = 1 1 1 
0 1 1 


تمثل العلاقة ۸ . هل هذه العلاقة : 


أ- انعكاسية reflexive‏ 
ب- متماثلة symmetric‏ 


anti symmetric ةظغlnتnî ج-—‎ 


إجابة (أ) "نعم انعكاسية" لأن القطر كله 1. 
وإجابة (ب)'نعم متمائلة" لآن ۷ مصفوفة متماثلة. 


وإجابة (ج) "لا ليست لامتماثلة" بطبيعة الحال لأنها متماثلة . 


7 تمارين (11) 


(1) إذا کانت ۸ علاقة من ۸ إلى 8 حيث: 
A = {0,1,2,3,4}‏ 
B = {0,1,2,3}‏ 


a=b () 


الجزء الثالث من كتاب التراكيب المنفصلة 33 د. عمر زرێ omarzarty @ ya100.°€01¬‏ 


a+b =4 (ب)‎ 
a>b (e) 


(2) بين نوع العلاقات التالية : 
a) {(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4)}‏ 
b) {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(4,4)}‏ 
c) {(2,4),(4,2)}‏ 
(3) ما نوع العلاقات التالية : 
أً- × أطول من ۷. 
ب- × »۰ ل مولودان في نفس اليوم. 
yYy < XK a‏ لهما نفس الاسم. 
د- × » ل لهما نفس الجد. 
علما بأن العلاقة معرفة على فئة جميع البشر . 


(4 ا تع الحاقات ف رین (): 


(5) ما هي عناصر العلاقة ذات الثلاثيات (ء ,ط ,4) بحيث 


0<a<b<c<5‏ ؟ 


(6) مثل العلاقات التالية باستخدام المصفوفة الثنائية : 
a) {(1,1),(1,2),(1,3)}‏ 
b) {(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}‏ 
c) {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}‏ 
d) {(1,3),(3,1)}‏ 
(7) بين ما إذا كانت العلاقة ۸ التي تمتلها المصفوفة التالية: 


ت س“ 
O ~n‏ 


M 
1 0 
أ- انعكاسية.‎ 

ب- متماثلة. 

Se‏ لا متماثلة. 
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7.8 علاقات llتكاأڪyٌ Equivalence Relations‏ 


تسمى العلاقة على الفئة ۸ علاقة تكافؤ إذا (وفقط إذا) كانت: 


.transitive ةyllتil,‎ «symmetric ةllمتو‎ »rع][]ع×1vع انعكاسية‎ 


مثال: دع العلاقة 
aRb‏ 
تعني أن ج » ط كلمتان بنفس عدد الأحرف. 
هل هذه العلاقة انعكاسية؟ 
نعم لآن a Ra‏ (أي أن الكلمة تناظر نفسها من حيث عدد الأحرف). 
هل هي علاقة متماثلة؟ 
نعم فإذا كانت الكلمة ذات نفس عدد الأحرف مثل كلمة أخرى فإن تلك الكلمة لها نفس عدد 
الأحرف متل الكلمة الأولى. 
وأخيرا هل هي علاقة انتقالية؟ 
نعم لأن إذا كان لدينا 3 كلمات» وكانت الكلمة الأولى ذات ١‏ حرف» وكانت الكلمة الثانية 
مساوية لها في عدد الأحرف» فإن عدد حروفها يكون ١‏ أيضاء وإذا الكلمة الثالثة مساوية للثانية 
في عدد الأحرف فإن أحرفها سيكون أيضا 1 . 
من هذه الخصائص الثلالثة نستنتج أن هذه العلاقة هي علاقة تكافؤ. 


فال اة 
aRb  a?= b2‏ 

علاقة تافو ؟ 
نلاحظ أن هذه العلاقة : 

1. انعكاسية e×1veاfم]‏ لأن a2=a2‏ 

2. متماثلة ic)امصصرء‏ لأن 2ط=ه۾ تكافئغ 2۾ =2ط 

3. انتقالية عi۷)إئصهع)‏ لأن إذا كان 2ط=*ه و ”ء=7ظط فإن =2ج 

c2 
لذلك فهي تحقق الشروط الثلاثة في علاقة التكافؤ.‎ 


مثال: بين أن العلاقة 
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R = {(a, b) : a= b (mod m)} 


ملاحظة : إذا كان ۾ , ا عددين صحيحين فإن : 


a= b(mod mM) 3J3integer k : 


a= b + km 
13= 1)mod 12) مثلا‎ 
13 =1 + )1()12( لان‎ 
و‎ 
26 = 2)mod 12( 
26 = 2 + )2()12( لان‎ 
35 = 5)mod 6( 
35 = 5 + )5()6( لان‎ 


والآن لإثبات علاقة التكافؤ نلاحظ أن هذالعلاقة: 

1. انعكاسية e×1veا؟ء]‏ لان 

aRa a =a(mod m) 

a = a + (0)m لان‎ 

2 متماثلة ٥61ص‏ صر لان 

aRb a=b+km b=a-km 
b= a + (-k)m bRa 
انتقالية 1ve)¡ئصھء) لأن‎ .3 


aRb A bRCc 

a= b+ km ^ b=c +Lm 

a= c + Lm + km = c + (L+ k)m 
=c+nm 


حيث 1 ,) » ا[+kم‏ أعداد صحيحة. أي أن ط4۸ . 


Equivalence Class كفlكتll فصي‎ 7.9 
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إذا كانت ۸ علاقة على الفئة ۸ فإن الفئة 
[a]R = {s: (a, s) € R}‏ 
حيث ه عنصر في الفئة ۸ » تسمى ۸[ه] بفصيلة تكافؤ للعنصر 4. 


مثال 1: دع ۸ تمثل فئة طلبة الكلية والعلاقة ۸ه تعني أن ه و ط طالبان يدرسان في نفس 
القسم 

دع cu‏ = طالب من قسم الرياضيات. 

إذن فإن الفئة 

[c]R = {s : (c, SJE R} 
تمثل فصيلة جميع طلبة قسم الرياضيات.‎ 
إلى فئات جزئية لايوجد بينها تقاطع» أي أن تقاطعها هو‎ A لاحظ أن علاقة التكافؤ تقسم الفئة‎ 
فة خالة:‎ 
فمثلا تقاطع فئة طلبة الرياضيات وطلبة النبات هو فئة خالية. فإذا كان ء طالب من قسم‎ 
الرياضيات و ل طالب من قسم النبات فإن تقاطع الفئتين:‎ 
[c]R N [d]R = © 

تسمى هذه العملية بالتجزئة ع١1«‏ 10ااهم . أي من أهم استخدامت علاقات التكافؤ أنها 
تقسم الفئة الشاملة الى فئات جزئية غير متقاطعة. 

حيث (في المتال السابق) يمكننا تجزئة الفئة (طلبة الكلية) إلى فئات جزئيةء كل واحدة تمتل 
طلبة قسم معين. أي أن 

NA;i=O A= UA; 
والشكل التالي يبين كيف نقسم الفئة الشاملة الى 4 فئات جزئية:‎ 


تجزئة الفثة ۸ 
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إذا كان لدينا العلاقة : 


a b(mod 4)‏ 
فان 
الفصائل الأربعة 
}...,8 ,4 ,0 ,4- ,8-,...{ = ]0[ 
...5,9 ,3,1 ,7-,...{ = ]1[ 
}...,10 ,6 ,2 ,2- ,6-,...{ = ]2[ 


3 
هي فصائل تكافؤ لأن تقاطعها فارغ واتحادها هو جميع الأعداد الصحيحة. 


0 برامج لاختبار العلاقات 


مثال1 : أكتب برنامج يقرأ المصفوفة الثنائية ٠‏ ويختبر إذا ما كانت تمثل علاقة انعكاسية ؟ 
في هذا البرنامج نستخدم الخاصية: 30:0 لختبار العلاقة الانعكاسية. 


Program Reflexive ; 
VAR s,1,j,n : INTEGER; 
m: ARRAY[1..10,1..10] of INTEGER; 
BEGIN 
Readln(n) ; 
FOR1:= 1 TO n DO 
FOR j:= 1 TO n DO 
Begin 
WRITECEnter m’,1,j, 7; 
Readln(mf[i,j]) ; 
END ; 
S:=0 ; 
FOR1:=1 TO n DO 
S:= sS + m[i,1] ; 
IF (s = n) THEN 
WRITELN( Reflexive)” ; 
ELSE 
WRITELNC(CNot reflexive” ; 


END . 


مثال4 : أكتب جزءا من برنامج لاختبار المصفوفة هل هي متمائلة أو غير متماثة. 
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eoeoeecoene 


eens 


FOR 1i:=1 TOn DO 
FOR j:=1i+1 TO n DO 
IF (m[i,j] = mlj,i1]) THEN 
flag:= 1 
ELSE 
BEGIN 
flag:= 0 ; 
GOTO LBI ; 
END 
LBI: IF (flag = 1THEN 
WRITLN( symmetric”) 
ELSE 
WRITELNCNot symmetric” ; 


1 تمارین (12) 


1- أي من العلاقات التالية على الفئة [0,1,2,3] تعتبر علاقة تكافوؤ ؟ 

آ })0,0),(1,1),(2,2),(3,3({ 
}(0,0),(0,2),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3({ 
})0,0),(1,1)(1,2),(2,1),(2,2),(3,3({ 
}(0,0),(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),3,3({ 


{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2( (3,3) > 
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2- بين أن العلاقة ر R‏ × حيث × , ل نضيدان sعمذ٣)ء‏ طول كل منهما 3 بت أو أكثر 
3 بت فما فوق. 

3 أوجد فصيلة التكافو للعلاقات التالية: 

R٥ 0‏ 6,4 طالبان من نض العمر. 


(ب) ر8× x×,لطالبان‏ يتكلمان نفس اللغة (اللغة الأم). 


4- أوجد جميع فصائل التكافؤ للعلاقة 
a = b (mod 5)‏ 


5- أكتب برنامج لقراءة مصفوفة ثنائية مربعة ۷ تصف العلاقة ۸ واختبار ما إذا كانت 
العلاقة anti symme(ric ةظغlnتn J‏ 


Partial Ordering الترتيب الجزئي‎ 1 


إذا كانت العلاقة ۸ على الفئة 8 من نوع: 
(1) انعكاسية Reflexive‏ 
(2) لا متماظة Anti symmetric‏ 
(3) انتقالية Transitive‏ 


فإن هذه العلاقة تسمى ترتيب جزئي. أما الفئة 8 مع العلاقة ۸ فتسمى فئة مرتبة جزئيا ۴0١#‏ 


حلل 


0 


Poset = Partially ordered set 
.)5,۸( ویرمز لها بالرمز‎ 


مثال1: دع 7 تمتل فئة الأعداد الصحيحةو ر۸× تعني x>‏ 
Jy XKEZ,JEZ‏ 
هل هذه العلاقة ترتيب جزئي ؟ 
الإجابة: 
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نعم فهي تحقق الشروط التلاثة (انعكاسية لأن ×<× » ولا متماثلة لأن ×< لإ» و ر<× إذا وفقط 
إذا و=× » وانتقالية لأن ر<× z<ر‏ يعني أن 7<× » لذلك فهي ترتيب جزئي لفئة الأعداد 
الصحيحة 7. 


مثال2: دع ل( × تعني xyEZ‏ 
و أن × تقبل القسمة على ل » وحيث *7 هي فئة الأعداد الصحيحة الموجبة. هل هذه 


علاقة ترتیب جزئی ؟ 


الإجابة: 
نعم لأنها تحقق الشروط الثلاثة (أي أن العلاقة انعكاسية ولامتماثلة وانتقالية) لذلك فإن ( ,*7 


0) هي فئة مرتبة جزئيا tمیم۲‏ . 


مثال3: دع ۸b‏ ۾ تعني اع a‏ حیث (۲)8 چ ا a,‏ 
ھل )۴P)8(,&(‏ فئة مرتبة جزئیا etیم۲‏ ؟ 


الإجابة: يمكنك التحقق من الشروط الثلاثة 
1-حیث أن ۸ > ۸ كلماكانت ۸ فة جزئية من ؟. أي أن العلاقة ع انعكاسية 
reflexive‏ 
2- كما أنها لامتماظة لأن: 
ACBA BCA A=B‏ 

3-وهي أيضا انتقالية لأن: 

ACBABCC AEC 
تعتبر‎ )P)8(,=( لذلك فإن = هي ترتيب جزئي على فئة القوی (۴)5ء کما أن‎ 


ترتیب جزئي )ع۴0 . 


ملاحظة: 
ليس كل الفئات في فئة القوى (۴)5 فئات جزئية من بعضهم . متلا إذا كانت : 


S = {1,2,3}‏ 
فإن [3 ,1) ¢ إ2 ,1] 
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أي لا يجوز المقارنة بين هاتين الفئتين بالعلاقة > . 


تعریف: 
في الفئة المرتبة جزئيا R(‏ ,5) إذا كان ۾ > طا عنصران في الفئة 5 بحيث 
bRa gi aRb 2‏ 


فإن العنصرين ج , ط قابلان للمقارنة ع1إا212م00ء. 
أما إذا كان ذلك غير صحيح فيعتبران غير قابلين للمقارنة .1٥٥0 ١2121‏ 


مثال4: هل العنصران 3 و 9 قابلان للمقارنة في الترتيب الجزئي (0 *2) (حيث 0 تعني 
علاقة قابلية الأ لقسمة)؟ 
الإجابة: 


نعم لأن 9 تقبل القسمة على 3 . 


مثال5: هل العنصران 5 و 7 قابلين للمقارنة في الترتيب الجزئي (5 ء*2)؟ 
الإجابة: 
لا لأن 5 لاتقبل القسمة على 7 وأيضا 7 لاتقبل القسمة على 5 . 


2 الترتيب الكلي ںۃorde Total‏ 


اذا کان کل عنصرین ي الفئة المرتبة جزئیا(R (S,‏ قابلین للمقارنة فان هذه الفئة تعتبر مرتبة 
کلیا oa order‏ کما تسمی iرتبl‏ خطl Linear order‏ 


مثال1: الفئة (> )Z,‏ حيث > تعني (أقل من أو تساوي) هي ترتيب كلي (خطي) لأن كل 
عددين صحيحين يكون مقارنتهما على النحو ( ك هج صحيحة. 


مثال2: الفئة (2 ,*7) حيث | تعني قابلية القسمة ليست مرتبة ترتيبا كليا لأن بعض الأعداد 
الصحيحة لا تقبل القسمة على بعض الأعداد الأخرى. 
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4 الترتیب lاÛİحسjw Well-Order‏ 
تعریف: 
إذا كانت (8,8) ذات ترتيب كلي وكانت كل فة جزئية من 8 لها عنصر أدنى أكئجع1 


.we[]-٥۲ ۲e4 تعتبر حسنة الترتیب‎ )8, R( فإن‎ Element 


مثال1: هل الترتیب ( ك ,7 ) ترتیب حسن؟ 

حيٿث 7 هي فئة الأعداد الصحيحة. 
الاجابة : نعم فهو ترتيب كلي وأي فئة من الأعداد الصحيحة لها عنصر هو الأصغر من باقي 
العناصر يسمى العنصر الأدنى. 


مثال2: دع *7× S=7Z*‏ 
أي أن $ فئة الأزواج الصحيحة الموجبة . 


(a1,a2) < (b1,b2) ودع العلاقة‎ 
a1 < b1 تعني أن‎ 
al = b1 and a2 < b2 أو‎ 


يسمى هذا llترتيب Lexicographic o0rder‏ 
وهو المستخدم في ترتيب الكلمات في القاموس (أي الترتيب الأبجدي) حيث على سبيل المثال: 


"am" < "is" 
"if" < "in" 
هنا الحالة (01 = 41) أي يتساوى النضيدان في الحرف الأول فننظر إلى الحرف الثاني حيث‎ 


E < i نجد:‎ 


هذا الترتيب الأبجدي يعتبر حسن الترتيب ۴۲٥۵‏ ل۲٥-11ءس‏ (الإثبات تمرين). 


مثال2: هل (ك,2) حسنة الترتيب ؟ 
(حيث 7 فئة الأعداد الصحيحة) 
الإجابة: 
لا »> حيث أن الفئة الجزئية Z‏ € }1-,2-,3-,...{ 


الجزء الثالث من كتاب التراكيب المنفصلة 43 د. عمر زي omarzarty @ ya100.°€01¬‏ 


ليس لها عنصر أدنى. لذلك فإن (ك,7) ليست حسنة الترتيب 4ع ل۲إ11-0مس. 


5 تمارين (13) 


1( أي من الآتي يعتبر ٤٥ء٠۴‏ (فئة مرتبة جزئيا)؟ 
a )2,=(‏ 
b)(Z,#)‏ 
c((Z,2)‏ 


d (Z,+) 


2) أوجد عنصرين غير قابلين للمقارنة ع1اة2۲م 0ء١1‏ في الفئات المرتبة جزئيا التالية: 
a) (P{0,1,2}, ©‏ 
b) ({1,2,4,6,8} ,|)‏ 
3 اثبت أن الترتيب الأبجدي للكلمات التي تتكون من حرفين يعتبر حسن الترتيب -11مس 
.ordered‏ وأیضا یعتبر ترتیبا کلیا e4‏ 021-0 . 


